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Suatu matriks interval adalah suatu matriks yang elemen-elemennya adalah suatu 
interval tertutup. Suatu matriks   simetris real dengan semua nilai eigennya lebih 
dari nol dapat diubah dalam bentuk dekomposisi Cholesky      , di mana   
adalah matriks segitiga bawah dan    adalah transpos dari matriks  . Tujuan dari 
penulisan artikel ini yaitu untuk mengetahui bagaimanakah generalisasi metode 
dekomposisi Cholesky untuk menyelesaikan sistem persamaan matriks interval. 
Kata kunci: Generalisasi Dekomposisi Cholesky, Matriks Interval dan 
Sistem Persamaan Matriks Interval. 
 
 
I. PENDAHULUAN  
Interval klasik dan matriks interval klasik yang dikenalkan oleh Hansen [5] 
dan Moore [10] dapat pula dilihat dalam Kandasamy [1, 2, 6, 7, 8, 13, 15]. Artikel 
ini akan menggunakan generalisasi aritmatika interval   yang dikenalkan oleh 
Nirmala dkk. [11, 12] dengan memperluas aritmatika interval Kauchers [9]. Operasi 
aritmatika ini memenuhi sifat-sifat grup dengan operasi penjumlahan dan perkalian 
dan memenuhi relasi distributif antar interval, yang mana mempertahankan inklusi 
monotonic.  
Misalkan    * ̃  ,     -                  + adalah himpunan dari 
semua proper intervals dan    ̅̅̅̅  * ̃  ,     -                  + adalah 
himpunan dari semua improper intervals pada pada garis interval  . Jika    
    , maka  ̃  ,     - adalah suatu bilangan real (atau suatu degenerasi 
interval). Titik Tengah (mid-point) dan setengah lebar (half-width) dari suatu 
interval  ̃  ,     - didefinisikan dengan  ( ̃)  .
     
 
/ dan  ( ̃)  .
     
 
/. 
Himpunan dari generalisasi interval (proper dan improper) didefinisikan dengan 
       ̅̅̅̅  * ̃  ,     -        +. Himpunan dari generalisasi interval   
adalah suatu group dengan operasi penjumlahan dan perkalian, yang mana 
mepertahankan inklusi monotonic [11]. 
"Dual" adalah sebuah operator monadik penting yang diusulkan oleh 
Kauchers yang membalikkan titik akhir (end-point) interval dan mengungkapkan 
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Untuk  ̃  ,     -   , dual didefinisikan dengan     ( ̃)      ,     -   ̃  
,     -. Kebalikan (opposite) dari suatu interval  ̃  ,     - adalah 







1 adalah invers perkalian dari ,     -, serta  (,     -)  .
     
 
/   . 
Didapatkan  ̃  (       ̃)   ̃      ( ̃)  ,     -      (,     -)  
,     -  ,     -  ,           -  ,   -, dan  ̃  .
 
      ̃
/  ,     -  
.
 
    (,     -)
/  ,     -  .
 
,     -












1  ,   - (lihat 
[11]). 
Proper Proyeksi didefinisikan dengan    ,     -  ,    *   +     *   +-, 
Improper Proyeksi didefinisikan dengan    ,     -  ,    *   +     *   +- 
(lihat [4]) 
Penelitian ini meneliti tentang generalisasi dekomposisi Cholesky untuk 
matriks interval, yang selanjutnya generalisasi dekomposisi tersebut akan 
digunakan dalam menyelesaikan suatu sistem persamaan matriks interval. 
II. PEMBAHASAN 
Bagian ini adalah akan menyajikan beberapa notasi, gagasan dan hasil dari 
penelitian.  
2.1 Aritmatika Interval Baru 
Ganesan dan Veeramani [3] mengenalkan suatu aritmatika interval baru pada 
  , kemudian Nirmala [11, 12] menggeneralisasikan aritmatika interval baru pada 
  dan menggabungkannya pada konsep dual.  Untuk  ̃  ,     -,  ̃  ,     -  
  dan untuk   *      +, didefinisikan  ̃   ̃  [ ( ̃)   ( ̃)     ( ̃)  
 ( ̃)   ], di mana      { ( ̃)   ( ̃)      ( ( ̃)   ( ̃))},     adalah 
titik-titik akhir dari interval  ̃   ̃ tertutup pada aritmatika interval yang ada [11]. 
Khususnya,  
(i) Penjumlahan [11]: 
 ̃   ̃  ,     -  ,     -  0. ( ̃)   ( ̃)/    . ( ̃)   ( ̃)/   1, di 
mana   2




 ̃   ̃  ,     -  ,     -  0. ( ̃)   ( ̃)/    . ( ̃)   ( ̃)/   1, di 
mana   2
(     ) (     )
 
3. 
Jika  ̃   ̃, yaitu jika ,     -  ,     -, maka 
 ̃   ̃   ̃      ( ̃)  ,     -  ,     -  ,           -  ,   - 
(iii) Perkalian [11]: 
 ̃  ̃   ̃ ̃  ,     -,     -  [ ( ̃) ( ̃)     ( ̃) ( ̃)   ], di mana 
     { ( ̃) ( ̃)      ( ( ̃) ( ̃))}, 
      (                   ) dan       (                   ). 
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Berikut adalah rumus umum untuk operasi perkalian pada interval [10] 
Keadaan             
                           
                              
                            
                             
                              
                            
                               
                             
                
     
   *         +    *         + 
 
(iv) Pembagian [11]: 









   
 
 ( ̃)
  1, di mana 




     





     
     
/3 dan   ,     -. 








    ( ̃)
 ,     - 
 
,     -












1  ,   -. 
Dari (iii), didapatkan   ̃  {
,       -          
,       -          
. 
Perlu dicatat bahwa kita menggunakan   untuk menunjukkan aritmatika 
interval yang ada dan * untuk menunjukkan aritmatika interval yang 
dimodifikasi.  
(v) Akar dari suatu interval [10] 
√ ̃  [√   √  ]            
 
2.2 Matriks Interval [12] 
Suatu matriks interval  ̃ adalah suatu matriks yang elemen-elemennya adalah 
bilangan interval. Suatu matriks interval  ̃ dinotasikan dengan 
 ̃  (
 ̃   ̃    ̃  
 ̃   ̃    ̃  
    
 ̃   ̃    ̃  
)  ( ̃  )           , di mana setiap  ̃   [       ] 
atau  ̃  [   ] untuk     memenuhi     .     mendefinisikan himpunan dari 
semua matriks interval (   ). Titik tengah (mid-point)  ̃ didefinisikan dengan 
 ( ̃)  (
 ( ̃  )  ( ̃  )   ( ̃  )
 ( ̃  )  ( ̃  )   ( ̃  )
    
 ( ̃  )  ( ̃  )   ( ̃  )
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dengan  ( ̃)  (
 ( ̃  )  ( ̃  )   ( ̃  )
 ( ̃  )  ( ̃  )   ( ̃  )
    
 ( ̃  )  ( ̃  )   ( ̃  )
) di mana selalu tidak negatif. 
Matriks Interval Null  ̃ didefinisikan dengan (
 ̃  ̃   ̃
 ̃  ̃   ̃
    
 ̃  ̃   ̃
). Matriks Interval 
Identitas  ̃ didefinisikan dengan (
 ̃  ̃   ̃
 ̃  ̃   ̃
    
 ̃  ̃   ̃
). Jika  ( ̃)   ( ̃), maka 
interval matriks  ̃ dan  ̃ dikatakan equivalent dan dinotasikan dengan  ̃   ̃. Jika 
 ( ̃)   ( ̃) dan  ( ̃)   ( ̃), maka  ̃   ̃. Jika  ( ̃)    dan  ( ̃)   , 
maka  ̃  (
,   - ,   -  ,   -
,   - ,   -  ,   -
    
,   - ,   -  ,   -
). Juga jika  ( ̃)    dan  ( ̃)   , maka 
 ̃  (
 ̃  ̃   ̃
 ̃  ̃   ̃
    
 ̃  ̃   ̃
)   ̃. Jika  ̃   ̃ (yaitu  ̃ tidak equvalen dengan  ̃), maka  ̃ 
dikatakan suatu matriks interval yang tidak nol. Jika  ( ̃)   , maka  ̃ dikatakan 
suatu matriks interval identitas. Jika  ( ̃)    dan  ( ̃)   , maka  ̃  
(
,   - ,   -  ,   -
,   - ,   -  ,   -
    
,   - ,   -  ,   -
). Juga jika  ( ̃)    dan  ( ̃)   , maka  ̃  
(
 ̃  ̃   ̃
 ̃  ̃   ̃
    
 ̃  ̃   ̃
)   ̃. 
Operasi aritmatika, determinan dan invers pada matriks interval didefinisikan 
dengan bilangan interval [12], jika  ̃  ̃        ̃     dan   ̃   , maka;  
(i)  ̃ ̃  ( ̃ ̃  )            
(ii)  ̃   ̃  ( ̃    ̃  )            
(iii)  ̃   ̃  {
( ̃    ̃  )                  ̃   ̃ 
 ̃      ( ̃)            ̃   ̃
 
(iv)  ̃ ̃  (∑  ̃   ̃  
 
   )            
(v)  ̃ ̃  (∑  ̃   ̃
 
   )     
 
(vi) Jika  ̃ dengan order (   )              ̃      ̃  | ̃|  ∑  ̃   ̃   , di 
mana  ̃   adalah kofaktor dari  ̃  . 
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Teorema 1 [11]: Jika  ̃ adalah matriks interval segitiga atas atau segitiga bawah 
   , maka| ̃| ekuivalen dengan perkalian elemen-elemen matriks pada diagonal 
utama 
Definisi 1 [12]: Suatu matriks interval persegi  ̃ dikatakan non-singular atau 
regular jika | ̃| invertible (yaitu   | ̃|). Kalau tidak, suatu matriks interval 
persegi  ̃ dikatakan invertible jika | ̃| adalah invertible (yaitu   | ̃|). 
Definisi 2 [12]: Misalkan  ̃ adalah suatu interval matriks. Adjoint matriks  ̃  dari  ̃ 
adalah transpose dari elemen kofaktor matriks dari  ̃, yaitu  ̃     ( ̃)  
   ( ̃  ), di mana  ̃   | ̃  |, untuk              . 
Definisi 3 [12]: untuk setiap  ̃       , jika | ̃| invertible, maka solusi umum dari 
persamaan  ̃ ̃   ̃ dan  ̃ ̃   ̃ dikatakan sebagai invers dari  ̃ dan dinotasikan 
dengan  ̃   







    (| ̃|)
. Invers dinotasikan bahwa, jika  ̃ invertible, 
maka ( ̃  )  [ ( ̃)]
  
. 
2.3 Dekomposisi Cholesky [14] 
Suatu matriks persegi        dikatakan simetri jika dan hanya jika    
 . Simetris artinya         untuk            . Sedangkan suatu matriks definit 
positif didefinisikan suatu matriks simetri real   jika        untuk semua   tak 
nol dalam   . Jika sebuah matriks   definit positif, maka matriks   mempunyai 
dekomposisi khusus, yang disebut Dekomposisi Cholesky. Bentuk dekomposisi 
Cholesky dari suatu matriks   yaitu      , di mana   adalah matriks segitiga 
bawah dan    adalah transpos dari matriks  . 
Teorema 2 (Kriteria Sylvester): Suatu matriks simetris        definit positif 
jika dan hanya jika 
   (  )              
dimana     
            adalah leading principal submatricessubmatrik   
Proses dekomposisi Cholesky menggunakan Elimininasi Gauss, yaitu dengan 
menghasilkan matriks eselon baris kemudian matriks eselon kolom berturut-turut 
dan berulangkali sehingga pada akhirnya akan diperoleh matriks eselon baris 
sekaligus eselon kolom yang berupa matriks identitas.[16] 
Berikut adalah algoritma Elimininasi Gauss [4]: 
Langkah 1: Jika        ̃  , untuk   ,    - mengalikan pada baris pertama 
dengan 
 ̃  
    ( ̃  )
.  Sehingga 
 ̃  
    ( ̃  )
   dan baris pertama memenuhi 
. ̃   
 ̃   ̃  
    ( ̃  )
   
 ̃   ̃  
    ( ̃  )
/. 
Langkah 2: Mengurangkan dual dari baris yang dihitung sebelumnya pada baris ke-
  dari matriks  ̃. Sehingga  ̃       ( ̃  )    memenuhi 
4   ̃    
    ( ̃  )    ( ̃  )
 ̃  
    ̃    
    ( ̃  )    ( ̃  )
 ̃  
5 
Setelah transformasi ini diterapkan untuk setiap     ,     -, matriks 
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 ̃  (
 ̃   ̃    ̃  
 ̃  ̃     ̃
 
  
    
 ̃  ̃     ̃
 
  
), di mana  ̃     ̃   
    ( ̃  )    ( ̃  )
 ̃  
. 
Dekomposisi matriks interval  ̃ dapat dicari dengan menyelesaikan 
persamaan  ̃   ̃ ̃ . Misalkan diberikan matriks interval  ̃ definit positif dengan 
ordo    , sehingga didapatkan hubungan sebagai berikut; 
(
 ̃   ̃   ̃   ̃  
 ̃   ̃   ̃   ̃  
 ̃   ̃   ̃   ̃  





 ̃  ,   - ,   - ,   -
 ̃   ̃  ,   - ,   -
 ̃   ̃   ̃  ,   -






 ̃   ̃   ̃   ̃  
,   -  ̃   ̃   ̃  
,   - ,   -  ̃   ̃  




Karena  ̃ adalah adalah matriks simetris, maka persamaan di atas dapat dibentuk 
menjadi 
(
 ̃   ̃   ̃   ̃  
 ̃   ̃   ̃   ̃  
 ̃   ̃   ̃   ̃  





 ̃  ,   - ,   - ,   -
 ̃   ̃  ,   - ,   -
 ̃   ̃   ̃  ,   -






 ̃   ̃   ̃   ̃  
,   -  ̃   ̃   ̃  
,   - ,   -  ̃   ̃  




Dengan menyelesaikan persamaan  ̃   ̃ ̃ , diperoleh 
(i)  ̃    ̃    ̃   
 ̃   √ ̃    
(ii)  ̃    ̃    ̃   
 ̃   
 ̃  
    ( ̃  )
 
(iii)  ̃    ̃    ̃   
 ̃   
 ̃  
    ( ̃  )
 
(iv)  ̃    ̃    ̃   
 ̃   
 ̃  
    ( ̃  )
 
(v)  ̃    ̃    ̃    ̃    ̃   
 ̃    √ ̃        ( ̃    ̃  ) 
(vi)  ̃    ̃    ̃    ̃    ̃   
 ̃   
 ̃        ( ̃   ̃   )
    ( ̃  )
 
(vii)  ̃    ̃    ̃    ̃    ̃   
 ̃   
 ̃       ( ̃   ̃  )
    ( ̃  )
 
(viii)  ̃    ̃    ̃    ̃    ̃    ̃    ̃   
 ̃    √ ̃        ( ̃   ̃  )       ( ̃   ̃  ) 
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(ix)  ̃    ̃    ̃    ̃    ̃    ̃    ̃   
 ̃   
 ̃       ( ̃   ̃  )      ( ̃   ̃  )
     ( ̃  )
  
(x)  ̃    ̃    ̃    ̃    ̃    ̃    ̃    ̃    ̃   
 ̃    √ ̃        ( ̃   ̃  )       ( ̃   ̃  )       ( ̃   ̃  ) 
 
Generalisasi dekomposisi Cholesky secara umum dapat dirumuskan dengan 
cara sebagai berikut: 
 ̃    √ ̃   ∑      ( ̃  ) 
   
          (1) 
 ̃   
 ̃   ∑      ( ̃   ̃  )
    
   
     ( ̃  )
           (2) 
 ̃   ,   -             (3) 
Persamaan di atas dapat mengkonstruksi suatu generalisasi dekomposisi 
matriks interval  ̃ ̃  dari  ̃  Konstruksi rekursif  dimulai dengan baris pertama dari 
  dengan (1), kemudian dilanjutkan baris pertama dari  ̃  menggunakan (1) 
dilanjutkan baris kedua dari   dengan (2). Proses ini diulang untuk rekursif      
2.4 Penyelesaian Sistem Persamaan Generalisasi Dekomposisi Colesky 
Penyelesaian suatu sistem persamaan matriks interval  
 ̃ ̃   ̃  dimana  ̃   ̃ ̃      
dapat menggunakan Generalisasi Dekomposisi Cholesky, dengan menggunakan 
sistem matriks segitiga 
 ̃ ̃   ̃ dan      
 ̃  ̃    ̃        
Penyelesaian suatu sistem persamaan  (5) dapat dilakukan dengan 
menggunakan subtitusi maju, dan sistem persamaan (6) dapat dilakukan dengan 
menggunakan subtitusi mundur dengan menggunakan generalisasi algoritma 
penyelesaian sistem persamaan linear eliminasi gauss. Berikut adalah penyelesaian 
sistem persamaan Generalisasi Dekomposisi Cholesky. 
Misalkan diberikan matriks interval  ̃ definit positif dengan ordo    , yang dapat 
digeneralisasikan menjadi dekomposisi Cholesky, penyelesaian suatu sistem 
persamaannya didapatkan hubungan sebagai berikut; 
 ̃ ̃   ̃ ̃  ̃   ̃      (7) 
(
 ̃   ̃   ̃   ̃  
 ̃   ̃   ̃   ̃  
 ̃   ̃   ̃   ̃  










 ̃  ,   - ,   - ,   -
 ̃   ̃  ,   - ,   -
 ̃   ̃   ̃  ,   -






 ̃   ̃   ̃   ̃  
,   -  ̃   ̃   ̃  
,   - ,   -  ̃   ̃  
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 ̃  ,   - ,   - ,   -
 ̃   ̃  ,   - ,   -
 ̃   ̃   ̃  ,   -






 ̃   ̃   ̃   ̃  
,   -  ̃   ̃   ̃  
,   - ,   -  ̃   ̃  












 ̃  ,   - ,   - ,   -
 ̃   ̃  ,   - ,   -
 ̃   ̃   ̃  ,   -
























 ̃  ,   - ,   - ,   -
 ̃   ̃  ,   - ,   -
 ̃   ̃   ̃  ,   -



















(i)  ̃    ̃   ̃  
 ̃  
 ̃ 
    ( ̃  )
  
(ii)  ̃    ̃   ̃    ̃   ̃  
   ̃  
 ̃      ( ̃   ̃ )
    ( ̃  )
   
(iii)  ̃    ̃   ̃    ̃   ̃    ̃   ̃  
    ̃  
 ̃      ( ̃   ̃ )     ( ̃   ̃ )
    ( ̃  )
  
(iv)  ̃    ̃   ̃    ̃   ̃    ̃   ̃    ̃   ̃  
 ̃  
 ̃      ( ̃   ̃ )     ( ̃   ̃ )     ( ̃   ̃ )
    ( ̃  )
  
Seperti halnya pada persamaan (8), dengan proses subtitusi mundur akan diperoleh 
 ̃ dari persamaan (7) sebagai berikut; 




 ̃   ̃   ̃   ̃  
,   -  ̃   ̃   ̃  
,   - ,   -  ̃   ̃  














(i)  ̃    ̃   ̃  
 ̃  
 ̃ 
    ( ̃  )
  
(ii)  ̃    ̃   ̃    ̃   ̃  
 ̃  
 ̃      ( ̃   ̃ )
    ( ̃  )
  
(iii)  ̃    ̃   ̃    ̃   ̃    ̃   ̃  
 ̃  
 ̃      ( ̃   ̃ )     ( ̃   ̃ )
    ( ̃  )
  
(iv)  ̃    ̃   ̃    ̃   ̃    ̃   ̃    ̃   ̃  
   ̃  
 ̃      ( ̃   ̃ )     ( ̃   ̃ )     ( ̃   ̃ )
    ( ̃  )
  
Penyelesaian Sistem Persamaan Generalisasi Dekomposisi Cholesky secara umum 
dapat dirumuskan dengan cara sebagai berikut: 
 ̃  
 ̃  ∑     ( ̃   ̃ )   
    ( ̃  )
 dan    (9) 
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 ̃  
 ̃  ∑     ( ̃   ̃ )   
    ( ̃  )




Kesimpulan dari hasil penelitian atau kajian yang dibahas di dalam penelitian 
ini adalah sebagai berikut: 
1. Generalisasi dekomposisi Cholesky pada generalisasi matriks interval secara 
umum dapat dirumuskan dengan cara: 
 ̃    √ ̃   ∑      ( ̃  ) 
   
   , 
 ̃   
 ̃   ∑      ( ̃   ̃  )
    
   
     ( ̃  )
     
 ̃   ,   -     
2. Penyelesaian sistem persamaan generalisasi matriks interval  ̃ definit positif 
 ̃ ̃   ̃ dengan menggunakan Generalisasi Dekomposisi Cholesky diperoleh 
dengan   ̃ ̃   ̃  dimana  ̃   ̃ ̃ ,  ̃ ̃   ̃ dan  ̃  ̃    ̃ 
Penyelesaian Sistem Persamaan Generalisasi Dekomposisi Cholesky secara 
umum dapat dirumuskan dengan cara sebagai berikut: 
 ̃  
 ̃  ∑     ( ̃   ̃ )   
    ( ̃  )
 dan 
 ̃  
 ̃  ∑     ( ̃   ̃ )   
    ( ̃  )
. 
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